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extract llvm-mt llvm-remarkutil lldb [lvm-config llvm-gsymutil lvm-nm llvm-rtdyld lldb-argdumper llvm-cov llvm-ifs [lvm-
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ftype: Q8_0
modalities : text

available commands:

/exit or Ctrl+C stop or exit

/regen regenerate the last response
/clear clear the chat history

/read add a text file

/glob add text files using globbing pattern

X[1mX[32m

Peux tu me donner une démonstration du théoréme suivant:

Soit une serie de fonctions d'une variable réelle x: f(x) = somme(un(x), n=0..+infini) sur un intervalle |. Ces fonctions

sont de classe C1 sur I, la série converge simplement sur | et la série des dérivée converge normalement sur I. Alors la

fonction f est de classe C1 sur | et f'(x) = somme(un'(x), n=0..+infini)

X[om

(- DX\ X1 /8- DN DX D1 /X1 B X /- DX X X /- <\ D D0/ D EXIA B B/ XN BT X1 /X1 - DX D /D4 XA X | X1 /8- DN DX D1/ X1- X\ X X/
XIX[90m[Start thinking]

D'accord, je vais essayer de démontrer ce théoréme. D'abord, je dois me rappeler ce que signifie chaque hypotheése et

ce qu'on veut prouver.

Hypothéses :

1. Les fonctions u, sont de classe C* sur l'intervalle I. Cela signifie que chaque u,, est continliment dérivable sur I, et sa
dérivée v/, est continue sur I.

2. La série 37w, (z) converge simplement sur I. Cela signifie que pour tout z € I, la série 37> u,,(z) converge vers une
limite, qu'on note f(z). Ainsi, f est définie sur I comme la somme de la série.

3. La série des dérivées 370 «/ (z) converge normalement sur I. La convergence normale signifie que la série de fonctions
S ul, converge uniformément sur I et que la série des normes uniformes converge (i.e., 7% ||u/ || o, < +o0, OU

).

llurlloo = super fuy ()
Ce qu'on veut prouver :

1. La fonction f est de classe C! sur I.

+00

2.La dérivée de f est donnée par la série des dérivées des u,, c'est-a-dire f'(z) = 3 u/,(x) pour tout z € I.

n=0 ""n

Etapes de la démonstration :

1. Convergence simple de la série des u,, :
On sait déja que 3, u,(z) converge simplement vers f(z) sur I. Donc, f est bien définie sur I.

2. Dérivabilité de 7 :
Pour montrer que £ est dérivable sur I, on doit montrer que pour tout z € I, la limite limy, o Z&-12) exjste. Ensuite, on
devra montrer que cette limite est égale a 37 u/ ().

Une approche classique est d'utiliser la convergence normale de la série des dérivées. Comme Y/ «/, converge
normalement, elle converge uniformément sur I (par définition de la convergence normale, qui est une convergence
uniforme + la convergence de la série des normes).

3. Utilisation de la convergence uniforme:
Puisque "% u/, converge uniformément sur I, et que chaque u, est de classe C?, on peut intervertir la somme et la
limite. Cela permettra d'écrire f'(z) = 32 u/ (z).

n=0 "'n

Plus précisément, pour tout z € I, la dérivée de f en = peut étre obtenue en dérivant terme a terme la série, car la
convergence uniforme de la série des dérivées permet cette interchangeabilité (théoreme de dérivation terme a terme
sous convergence uniforme).

4. Détails de la démonstration :

o Soitz € I. On considére la série partielle Sy(z) = Zfzo u, (). Comme la série 37 u, () converge simplement vers

f(z),onalimy_ o Sn(z) = f(z).



o De méme, la série partielle des dérivées est "N u/ (z), et comme 32/ !, converge uniformément sur I, on a pour
. N +
tout @ € I, Himy— o0 Dop_g Ua() = Donp Us(T).

o Maintenant, pour montrer que f est dérivable et que sa dérivée est la série des dérivées, on peut écrire :

f(@) = f(a) = lim (Sn(z) - Sn(a))

N—+o0

Or, Sy(z) — Sy(a) = Z;V:O (un(z) — uy(a)). Par le théoreme des accroissements finis, pour chaque n, il existe ¢, entre a
etz tel que:

un(z) — tn(a) = un(ca)(z — a)

Donc,
Sy() = Sy(a) = Y uy(en)(x — a)

En faisant tendre NV vers l'infini, on obtient :

+o0
f(z) = f(a) = (Z ué(%)) (z—a)
n=0

Cependant, comme 3% «/, converge uniformément, et que ¢, dépend de N, z et a, on peut montrer que 3°7° v/ (c,)

n=0 "'n

converge vers 3% u/ () lorsque N — +oo (car ¢, — z lorsque N — +oo pour une série uniformément convergente).

= Ainsi,ona:

f(z) = f(a) = (Z u;(w)> (z —a)
n=0

Ce quiimplique que:

Tr—a fowar
En faisant tendre a vers z, on obtient :
+o0
fi(2) = ()
n=0

o |l reste a montrer que f est de classe C*. Pour cela, on doit montrer que f’ est continue sur I. Comme 3% u/,
converge uniformément sur I (par hypothése), et que chaque «/, est continue (car u, est de classe C?), la limite
uniforme d'une suite de fonctions continues est une fonction continue. Donc f' = Z:j’] u], est continue sur I. Ainsi, f
est de classe C* sur I.

Vérification des étapes:

La convergence normale implique la convergence uniforme, donc 3% u/, converge uniformément sur I.
La convergence uniforme permet d'intervertir la somme et la limite, ce qui est crucial pour la démonstration.

L'utilisation du théoréme des accroissements finis est justifiée car chaque u,, est dérivable (donc continue, et on peut
appliquer le TAF sur l'intervalle considéré).

La continuité de f’ est garantie par la convergence uniforme des «/,, qui sont continues.

Potentiels problémes :

Il faut s'assurer que la limite 37 «/,(c,) est bien égale a 37 u/,(z). Cela vient du fait que ¢, dépend de N, z et a, mais
lorsque N — +o0, ¢, peut étre choisi de sorte que ¢, — z (car la convergence est uniforme, donc on peut "controler" le
comportement des c,).

Une autre approche serait d'utiliser le fait que £ est la limite uniforme de Sy, et que Sy est de classe C* (car somme finie
de fonctions C'), donc f est limite uniforme de fonctions C?, ce qui implique que f est C! (car la limite uniforme de
fonctions C* est C*, et la dérivée est la limite uniforme des dérivées).

Approche alternative :

1. On sait que 3./ «/ converge uniformément sur I. Notons g(z) = 3. «/ (z). Comme la convergence est uniforme, g est

2. Pour chaque N, la fonction Sy (z) = 3V

n=0 ""n n=0 ""n

continue sur I (car chaque u, est continue et la limite uniforme de fonctions continues est continue).
un(z) est de classe CY sur I, et Sy (z) = 2N o/, (z).

n=0 n=0 Un



3. La série 3% u,(z) converge simplement vers f(z) sur I. De plus, comme >~ u/, converge uniformément, on peut
montrer que >°7% u, converge uniformément sur tout compact de I (par le critére de Weierstrass pour les séries de
fonctions : si Y ||lul||e < oo, alors 3" u, converge uniformément sur tout compact, car u,(z) — un(a) = u,(¢)(z — a) pour
un certain € entre a et z, et on peut majorer |u,(z)| par |u,(a)| + ||u, |||z — a|, mais cela demande un peu plus de travail).

o Enfait, la convergence normale de " «/, implique que 3" u, converge uniformément sur I (c'est une conséquence du
théoréme de dérivation terme a terme, ou on peut le montrer directement en utilisant l'inégalité de la moyenne ou le
TAF).

4. Si 3 u, converge uniformément sur I, alors f est bien la limite uniforme de Sy sur I, et comme chaque Sy est C, f est C1
et f' = limy_100 Sy = D u), (par convergence uniforme des Sy).

Conclusion:
La démonstration repose principalement sur :

1. La convergence uniforme de }" u/, (garantie par la convergence normale).

2. Le fait que f est la limite uniforme des Sy, qui sont C, donc f est C! et sa dérivée est la limite uniforme des dérivées des
Sy, c'est-a-dire S u!,.

Rédaction de la démonstration :
Voici une version plus formelle et structurée de la démonstration :

Théoréme:
Soit (u,).en Une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle I. On suppose que :

1. La série 3% u, () converge simplement vers f(z) sur I.

2. Lasérie 3% ! (z) converge normalement sur 1.
Alors f est de classe C* sur I et f'(z) = S35 ! () pour tout z € I.
Démonstration :

1. Convergence uniforme de " v}, :
La convergence normale de 3" «/, signifie qu'il existe M > 0 tel que 3272 [|u)[lo < ' (z)]. La
convergence normale implique la convergence uniforme de " u/, sur I. Notons g(z ) = Zfl"‘(’) ! (z). Comme chaque u/, est
continue (car u, est C?) et que la convergence est uniforme, g est continue sur I.

2. Convergence uniforme de Y u, :
Nous allons montrer que 37 u,, converge uniformément sur tout compact de I. Soit K C I un compact. Pour toutz € K
, fixons un point a € K (par exemple, un point intérieur de I si T est ouvert). Pour tout n, appliquons le théoréme des
accroissements finis a u, sur l'intervalle [a, z] (OU [z,a] Siz < a)

Un(@) = tn(a) +up, (&) (z — a),
ou &, est un point entre a et z. Comme K est compact et I est un intervalle, |z — a| < diam(K) (le diamétre de K). Donc,
un(2)| < |un(a)] + [, (n)l|z — al < [un(@)] + [[u]|oc - diam(K).
Comme K est compact et I est un intervalle, on peut choisir a tel que cette majoration soit valable pour tout z € K.

Cependant, pour obtenir une majoration indépendante de a, on peut utiliser le fait que 3~ «/, converge normalement,
donc Y ||u),|lec < +00.Onaalors:
[un()| < [un(@)| + [[up oo - diam(K).

Mais pour faire tendre a vers z, il vaut mieux utiliser une approche différente. En fait, la convergence normale de 3" u/,
implique que 3" u,, converge uniformément sur I. Voici pourquoi :

o Soit Sy(z) = XN ua(z). Alors,
SN(m)fSN(a):Z(un( ) — un(a) Zu (én,v)(z — a),

ou ¢, v estentrea et 2.
o Lasérie 3" u], converge uniformément, donc pour N suffisamment grand, |37, , u,(z)| < e pour toutz € I.
o Deméme, |4 1 ul(énn)| < ecaré,y € 1.

o Dong,|Sx(z) — Sn(a) — SN w! (z)(x — a)| < ez — a| + ez — a| < 2ediam(T).

n=0 ""n



o Cela montre que Sy(z) — Sn(a) est proche de f(z) — f(a) et aussi proche de Z;V:o ul (z)(z — a), mais il faut étre plus
précis pour la convergence uniforme de Sy.

Une maniére plus directe est d'utiliser le critére de Cauchy pour la convergence uniforme de 3~ u,,. Soit e > 0. Comme
3" ul, converge normalement, il existe N, tel que pour tout N > Ny et toutp > 0,0na:

N+p

Dl <
n=N

Pourz e ITetm >n > Ny,ona:

Par le TAF, pour chaque , il existe ¢, entre = et un point de référence (par exemple, un point fixe a € I, mais cela dépend
de z, donc mieux vaut prendre une approche différente). Une meilleure approche est d'utiliser l'inégalité suivante :

D u(z)] < lui(2)
k=n k=n

Mais ce n'est pas directement utile. Une autre méthode est de remarquer que pour tout z,y < I,
k() — ur(y)] < [luylloolz — yl.

Donc, pourm > n > Ny,

m

|Sm () <D fun() — ue(y)| + [u(y)] < el —yl+ Y ui(y)
n k=n
Cela ne semble pas donner directement la convergence uniforme. Peut-étre est-il plus simple d'admettre que la
convergence normale de Y «/, implique que " u, converge uniformément sur I (ce qui est un résultat standard, souvent
démontré dans les cours d'analyse). En effet, si Y ||/, ||o < +oo, alors pour tout z € I, la série 3" u,(z) converge
absolument (car on peut majorer |u,(z)| par |u,(a)| + ||u, |||z — a| pour un a fixe, et 3" |u,(a)| peut étre contrdlée si
nécessaire, mais cela dépend des hypotheéses sur u,(a)).

En réalité, la convergence normale de 3" «/, ne garantit pas directement la convergence uniforme de 3 u,, mais elle
garantit que 3" u, converge uniformément sur tout compact de I (par le critére de Weierstrass généralisé). Cependant,
pour la démonstration, il suffit de savoir que 3 u,, converge uniformément sur I (ou au moins que f est la limite uniforme
des Sy).

En fait, une démonstration plus rigoureuse peut éviter de passer par la convergence uniforme de 3" u, en utilisant
directement la convergence normale de 3" «/, pour intervertir la somme et la dérivée.

. Dérivabilité de f :
Soitz € I. Pourtouth #0telquexz +heI,0ona:

f(z+h) - f(z)
et (S-S

Par le TAF, pour chaque n, il existe ¢, entre z et z + h tel que :
un(z + h) — un(z) = up(cn)h.

Donc,
N

e !
- Nl—lg’-loo u"(cn) :
n=0

fl@+h) - f(z)
h

Comme " «/, converge uniformément sur I, et que ¢, € I, on peut intervertir la somme et la limite:
h)
L Z“ en).

+oo,
n=0 Un

Cependant, ¢, dépend de h et de N. Pour faire tendre h vers 0, on doit montrer que 3 (c,) converge vers 370 ! (x).

Ici, on utilise le fait que ¢, — z lorsque h — 0 (car ¢, est entre z et z + h, et h — 0), et que 3 u/, converge uniformément,
donc pour h suffisamment petit, u/,(c,) est proche de u/,(z) uniformément en n (car la convergence est uniforme, et «/, est
continue, donc on peut appliquer l'uniformité de la convergence).

Plus précisément, soit e > 0. Comme 3" «/, converge uniformément, il existe N, tel que pour tout N > N, et tout z € I,



De plus, comme chaque v/, est continue en z, pour h suffisamment petit, |u/ (c,) — u,(z)| < ¢/2V (par exemple, en utilisant
le fait que ¢, — = et que v/, est uniforme sur I par compacité, mais cela dépend de I).

Cependant, une approche plus simple est de remarquer que comme " «/, converge uniformément, la série 3"/, est
normalement convergente, donc le reste est petit uniformément. Ainsi, pour h suffisamment petit,on a:

Zu cn) Z <Z\u n) — Ul ()]

Comme u/, est continue, pour chaque n, |u,(c,) — u,(z)| — 0 lorsque h — 0. De plus, comme " ||/, || < +o0, par le

théoréeme de convergence dominée ou en utilisant le fait que la convergence est normale, on peut montrer que
> |ul(en) — ul(z)| — 0 lorsque h — 0. Donc,

lim —f(.z' + h})L PG = Zu;(a:)

h—0

Cela montre que f est dérivable en z et que f/(z) = 3/ u/ (z).

n=0 "'n

4. Continuité de 7' :
Puisque " u/, converge uniformément sur I (par hypothése de convergence normale), et que chaque «/, est continue (car
uy, est C1), la limite uniforme d'une suite de fonctions continues est une fonction continue. Donc ' = 3" «/, est continue
sur 1.

5. Conclusion :
f est dérivable sur I et sa dérivée f’ est continue sur I, donc f est de classe C* sur I, et f'(z) = 3. u/,(z) pour tout z € I.

Réponse finale :
[End thinking]

X[0mDémonstration du théoréme :
Soit (un)new Une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle I. On suppose que :
1. La série 3% u,(z) converge simplement vers f(z) sur I.

2. La série 3% u! (z) converge normalement sur I.

Nous allons montrer que f est de classe C* sur I et que f'(z) = 327 /() pour tout z € I.

Etape 1: Convergence uniforme de > u/, :

La convergence normale de 3" «/, signifie que la série 320 [/, ||
normale implique la convergence uniforme de 3" «/, sur I. Notons g(z) = Z:"% ul,(z). Comme chaque u/, est continue (car u,
est C?) et que la convergence est uniforme, g est continue sur I.

Ul ||loo = sup,c; Ju,(z)|. La convergence

Etape 2 : Dérivabilité de f :
Soitz € Teth # 0tel que z + h € I. Considérons la différence quotient :

fz+h) - f(z)
B —— (NIEE Zunw+h Z ())

Pour chaque n, appliquons le théoréme des accroissements finis a u, sur l'intervalle [z, z + h] (ou [z + h,z] sih < 0) :
un(z + h) — up(z) = u'n(cn)h,

ou ¢, est un point entre z et z + h. Donc,

4f(x+h]z fl@ = lim Zu Cn).

N—+o00

Comme Y «/, converge uniformément sur I, et que ¢, € I, on peut intervertir la somme et la limite :
h)
f(ﬂ”i Z“ ).

Maintenant, faisons tendre h vers 0. Comme ¢, est entre z et x + h, on a ¢, — z lorsque h — 0. De plus, comme 3" u/,
converge uniformément et que chaque u/, est continue, on a:



+00 +00
lim Z ul(cn) = Z ul ().
h—0

n=0 n=0

En effet, pour tout e > 0, il existe Ny tel que pour tout N > Ny ettoutz € I, on a |3/, w/,(z)| < e. De plus, pour h
suffisamment petit, |u/,(c,) — u,,(z)| < ¢/2" pourn > N, (par continuité de «/, et uniformité de la convergence). Ainsi,

+00 +00 No—1
Zu'n(cn) - Zu’n(x) < E [ul (en) — ul, ()| + 2e.
n=0 n=0 n=0
En faisant tendre h vers 0, le premier terme tend vers 0 (par continuité des «/,), donc le membre de gauche tend vers 0. Cela
montre que:
. f(w_"h)_f(z)iﬂ)o !
}Lli% S ZO u, ().

Donc f est dérivableen z et f/(z) = 3.7 o/ (z).

n=0 ""n
Etape 3 : Continuité de f':
Puisque Y u/, converge uniformément sur I et que chaque «/, est continue, la fonction f' = 3°
limite uniforme de fonctions continues est continue).

oo u!, est continue sur I (car la

Conclusion:

La fonction f est dérivable sur I et sa dérivée f’ est continue sur I, donc f est de classe C* sur I. De plus, pour tout z € I, on
a:

fl@) =) ().

Ainsi, le théoréme est démontré.
X[35m

[ Prompt: 4,9 t/s | Generation: 1,2 t/s ]
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