7R perplexity

Comment se fait la version simultanée en détail?

La version simultanée du théoréme d'approximation de Dirichlet généralise le résultat a plusieurs
réels, avec une démonstration reposant sur deux méthodes principales : le principe des tiroirs
multidimensionnel et le théoréme de Minkowski. Voici les détails :

Démonstration par le principe des tiroirs multidimensionnel
Pour approcher simultanément

réels

avec un méme dénominateur

, on procede ainsi :

1. Fractionnal parts multidimensionnelles :
Pour
ke{0,1,...,N%
, considérez les parties fractionnaires :
z) = ka; — [kay] €0,1) (1<j<d)

Ce qui définit
N%+1
points dans I'hypercube
[0,1)7
2. Partitionnement de l'hypercube :
Subdivisez
[0,1)?
en
Nd
sous-hypercubes de cété
1
N
. Par le principe des tiroirs, deux points
()
xkl
et
(9)
ka
(avec



) tombent dans le méme sous-hypercubel 2]

3. Construction des entiers solution :

Posons

q="ky—ky
(vérifiant

1<qg<N?
) et

pj = |kaaj] — [k1oy)
. On obtient pour chaque

90 = pj| = (k2 = k) = (Lkaes) = [kne))| = |eg]) — 2| <

Ceci garantit
max (go; — pi| < —
max |go; — pj| <
, avec

g < N¢
olo8

Démonstration par le théoreme de Minkowski

Cette méthode géométrique exploite la théorie des réseaux :

1. Construction de lI'ensemble

S

Définissez dans
Rd+1

I'ensemble :

1 )
S = {(xayla"'7yd) : |33| < N7 |Oé_7:13—y_7| < Nl/d vj}
2. Calcul du volume :
Le volume de

S

vaut :

2 \"_ in
Vol(S) = 2N x (Nl/d) =2

Ce volume dépasse
2d—|—1
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3. Application du théoréme :
Minkowski garantit I'existence d'un point non nul
d+1
(Qapla coe apd) €Z -
dans

S



, vérifiant :

lgf <N et |q0‘j_pj|§W Vj

En ajustant
N

, on obtient directement la version simultanée du théoreme 41 5]

Applications et implications

e Mesure d'irrationalité : Pour tout irrationnel

a
, il existe une infinité de

P

q
avec

P 1
jor — E‘ < qit1/d
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- Cryptographie : Utilisé dans I'analyse de schémas de chiffrement basés sur les
réseaux 2.

- Optimisation : La généralisation multidimensionnelle est cruciale en optimisation
diophantienne 3.

Ces démonstrations illustrent la complémentarité entre méthodes combinatoires (principe des
tiroirs) et géométriques (Minkowski) en théorie des nombres.
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